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ABSTRAK. Diberikan suatu graf-k berhingga baris tanpa sources A
dan suatu ring komutatif R dengan unsur kesatuan. Aljabar Kumjian-Pask
K Pr(A) didefinisikan sebagai aljabar-R universal yang analog dengan
aljabar graf C*(A). Untuk setiap A yang diberikan, dapat dikonstruksi
aljabar Kumjian-Pask K Pr(A) sebagai kuosien dari aljabar-R bebas
pada X = A°U A7 UG(A7?) modulo ideal I yang dibangun oleh suatu
himpunan sedemikian sehingga memenubhi relasi Kumjian-Pask.

Kata kunci: graf-k berhingga baris tanpa sources, aljabar Kumjian-Pask,
aljabar- I, kuosien, aljabar-R bebas, ideal, relasi Kumjian-Pask.

ABSTRACT. Given a row-finite k-graph without sources A and a unital
commutative ring R. Kumjian-Pask algebra K Pr(A\) is a universal R-
algebra analogous with the graph algebra C*(A). For every given A,
we can construct a Kumjian-Pask algebra K Pr(A) as a quotient of free
R-algebra on X = A° U A7° U G(A7°) modulo ideal I generated by a
set such that the ideal satisfied Kumjian-Pask relations.

Keywords: row-finite k-graph without sources, Kumjian-Pask algebra,
R-algebra, quotient, free R-algebra, ideal, Kumjian-Pask relations.

1 Pendahuluan

Aljabar-C* dari graf berarah tak berhingga pertama kali dipelajari sekitar
tahun 1990an [12, 11] sebagai generalisasi aljabar Cuntz-Krieger dari matriks
berhingga {0, 1} [8]. Aljabar lintasan Leavitt dipelajari mulai tahun 2005 [1, 2]
sebagai bentuk analogi aljabar murni dari aljabar-C* graf. Sejauh ini aljabar-C*
graf dan aljabar lintasan Leavitt telah dikaji secara intensif oleh banyak peneliti.
Keduanya kini telah mempunyai teori-teori struktur pokok dan telah terbukti

sebagai sumber yang kaya dengan contoh-contoh yang menarik.
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Analogi dari aljabar Cuntz-Krieger dengan rank lebih tinggi pertama kali
diteliti oleh Robertson dan Steger [16, 17]. Tidak lama setelah itu, Kumjian
dan Pask [10] memperkenalkan graf dengan rank lebih tinggi (atau graf-k)
untuk memberikan model yang dapat divisualisasi untuk aljabar Robertson dan
Steger. Graf-k dipandang sebagai graf berarah dengan dimensi k. Aljabar-C*
dari graf-k [10] selanjutnya didefinisikan sebagai aljabar-C* universal yang
dibangun oleh keluarga isometri parsial sedemikian sehingga memenubhi relasi
yang analog dengan relasi Cuntz-Krieger.

Pada tahun 2011, Pino, Clark, an Huef, dan Raeburn memperkenalkan
konsep aljabar Kumjian-Pask. Artikel yang membahas konsep ini dipublikasikan
pada tahun 2013 [14]. Aljabar Kumjian-Pask merupakan analogi aljabar murni
untuk konsep aljabar-C* graf-k pada [10]. Dalam hal ini, lebih khusus terkait
dengan graf-k berhingga baris tanpa sources. Mulai tahun 2013, konsep aljabar
Kumjian-Pask telah diperluas atas graf-k locally convex [7, 19] dan graf-k
finitely aligned [6, 13].

Aljabar Kumjian-Pask dari graf-k A yang berhingga baris tanpa sources
atas lapangan bilangan kompleks C telah ditunjukkan sebagai subaljabar-* padat
(dense) pada aljabar graf C*(A) [14]. Aljabar Kumjian-Pask dari graf-k ber-
hingga baris tanpa sources telah banyak menjadi perhatian kalangan ilmuwan
aljabar operator, di antaranya [3, 4, 5, 9, 18, 20]. Dalam artikel ini akan diba-
has gambaran konsep aljabar Kumjian-Pask dari graf-k berhingga baris tanpa
sources serta teknik konstruksinya.

2 Graf-k

Berdasarkan [15], suatu kategori C terdiri atas himpunan objek C° dan
himpunan morfisma C yang dilengkapi dengan dua buah fungsi r, s : C — C°
berturut-turut sebagai pemetaan kodomain dan domain dari morfisma di C.
Morfisma identitas pada objek v dinotasikan ¢,,. Didefinisikan komposisi sebagai
operasi antar morfisma (f, g) — fg dengan r(g) = s(f) sedemikian sehingga
memenuhi:

e r(fg) = r(f) dans(fg) = s(g);
e (fg)h = f(gh)jika s(f) = r(g) dan s(g) = r(h);

o (1) =v =38(ty) dan 1, f = f, g1, = gjikar(f) = v dan s(g) = v.
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Jika C dan D merupakan kategori, functor F' : C — D adalah pemetaan yang me-
masangkan objek dengan objek dan morfisma dengan morfisma sedemikian se-
hingga mempertahankan pemetaan kodomain, pemetaan domain, dan komposisi,
serta memenuhi F'(L,) = tp(y).

Definisi 2.1 [10, Definition 1.1]. Untuk suatu bilangan bulat positif k&, pandang
N* sebagai kategori dengan satu objek. Graf dengan rank k atau graf-k adalah
suatu kategori terbilang A = (A°, A, r, s) dilengkapi dengan functor d : A —
NF, disebut pemetaan derajat, yang memenuhi sifat faktorisasi berikut: jika
A € Adan d()\) = m + n untuk suatu m,n € N¥, maka terdapat y,v € A
secara tunggal sedemikian sehingga d(u) = m, d(v) = n, dan A = pv.
Morfisma antara graf-k (A, d;) dan (A9, do) adalah functor f : A; — Ay yang

mempertahankan derajat.

Notasi ([10, 14, 6]). Elemen pada A selanjutnya dinamakan sebagai simpul.
Untuk n € N* didefinisikan

A" :={AeA:d(\) =n}

dan setiap A € A" disebut sebagai lintasan berderajat n. Sifat faktorisasi
mengakibatkan bahwa untuk sembarang v € A°, v dapat diidentifikasi dengan
morfisma identitas ¢,,. Untuk setiap A € A, domain dari A disebut sebagai source
yang dinotasikan dengan s(\) dan kodomainnya disebut sebagai range yang
dinotasikan (). Untuk suatu v € A? dan n € N¥, didefinisikan:

vA" i ={XA e A" :r(\) = v}

Suatu graf-k A dapat dipandang sebagai kerangka-1. Himpunan objek
A° dipandang sebagai simpul-simpul pada graf berarah, pilih warna sebanyak k
yaitu ¢y, ¢a, . . . , C, selanjutnya untuk setiap A € A% digambarkan sisi berarah
dengan warna ¢; dari s(\) ke r(\). Graf berarah E yang diwarnai tersebut
kemudian disebut kerangka-1 dari A.
Contoh 2.2 [14, Example 2.2]. Misalkan Q9 := N*, Q; := {(p, q) € N¥ xNF :
p < ¢}. Didefinisikan 7, s : Q) — Qg dengan r(p, q) := p dan s(p, q) := q,
komposisi (p,q)(¢,7) := (p,r), dan d : Q; — NF dengan d(p, q) := q — p.
Maka Qj, = (99, Qy, 7, s, d) adalah suatu graf-k.
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Dengan cara serupa, untuk m € NF didefinisikan Q%m = {p € NF:
p < m}dan Q= {(p,q) € Qg}m X Qg,m : p < q}. Dengan mendefinisikan
r, s, dan d yang sama, maka €, ,,, adalah graf-k. Sebagai contoh, kerangka-1
dari 2y (3 2y adalah
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dengan panah biasa dan panah putus-putus mengindikasikan warna yang berbeda.
Pandang lintasan-lintasan sebagai persegi panjang. Lintasan (p,q) dengan
source q dan range p adalah persegi panjang berukuran 2 x 1 di bagian kiri atas,
dan jalur berbeda e fg, lmg, lih dari ¢ menuju p merepresentasikan faktorisasi
berbeda dari (p, q).

Definisi 2.3 [10, 14]. Suatu graf-k A dikatakan berhingga baris jika vA”™ ber-
hingga untuk setiap v € A” dan n € N*. A dikatakan tidak mempunyai sources
jika vA™ # () untuk setiap v € A® dan n € N*. Oleh karena itu, graf-k
berhingga baris tanpa sources ialah suatu graf-k A sedemikian sehingga

0 # |vA™| < oo, untuk setiap v € A® dan n € N¥.

Definisi 2.4 [10, 14]. Misalkan A adalah suatu graf-k berhingga baris tanpa
sources. Ruang lintasan tak berhingga dari A didefinisikan sebagai

A% :={z: Qx — Alx morfisma graf-k},

dan x € A™ disebut sebagai lintasan tak berhingga di A. Karena setiap objek
m € €y, diidentifikasi dengan morfisma identitas (m,m) di m, maka x(m)
dituliskan untuk simpul z(m, m). Oleh karena itu, range dari suatu lintasan tak
berhingga x adalah simpul 7(z) := z(0) dan dinotasikan vA> := r~1(v).

Catatan. Untuk mendukung definisi ini, perhatikan bahwa lintasan A € A" mem-
berikan functor fy : ), , — A. Ambil sembarang 0 < p < ¢ < n. Berdasarkan
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sifat faktorisasi, terdapat lintasan tunggal \' € AP, \” € AP, dan \"" € A"~
sedemikian sehingga A = A’ X"\, Definisikan f)(p, q) := A(p, q) := \”, ma-
ka fy adalah fungsi yang terdefinisi dengan baik dan mempertahankan derajat.
Sifat faktorisasi mengakibatkan bahwa pemetaan A — f) adalah bijeksi dari A"
onto himpunan functor yang mempertahankan derajat dari €2y, ,, ke A.

Lema 2.5 [14, Lemma 2.4]. Misalkan n(i) < n(i+ 1) di N¥, n(i); = co di N
untuk 1 < j < k, dan \; € A" memenuhi Xi+1(0,n(2)) = \;. Maka terdapat
secara tunggal y € A sedemikian sehingga y(0,n(i)) = \;.
Lema 2.6 [10, Proposition 2.3].
1. Untuk n € N*, terdapat elemen tunggal x(0,n) € A" dan z(n, <) €
A sedemikian sehingga x = x(0,n) x(n, c00), dengan x(n, o) dinota-
sikan untuk y € A>° dengan y(p,q) = z(p +n,q + n).

2. Misalkan \ € A" dan v € A*>° dengan s(\) = r(x). Maka terdapat
secara tunggal y € A sedemikian sehingga y(0,n) = Az(0,n — d(X))
untuk n > d(\), kemudian dituliskan \x = y.

3 Aljabar Kumjian-Pask

Definisi 3.1 [14, him. 3619]. Misalkan A merupakan suatu graf-k dan A7° :=
{\ € A :d(\) # 0}. Untuk setiap A € A7C didefinisikan ghost path \*,
sedangkan untuk v € A° didefinisikan v* := v. Himpunan ghost paths dari
A dinotasikan sebagai G(A) atau G(A7) jika tidak disertakan simpul-simpul.
Selanjutnya d, r, dan s pada G(A) didefinisikan sebagai

d(NY) = —d(\),r(A*) = s()\), dan s(A*) = r(\).

Komposisi pada G(A) didefinisikan dengan aturan \*p* = (uA\)* untuk A, u €
A7 dengan r(;*) = s(\*). Sifat faktorisasi pada A menginduksi sifat faktori-
sasi yang serupa pada G(A).

Definisi 3.2 [14, Definition 3.1]. Misalkan A merupakan suatu graf-k berhingga
baris tanpa sources dan R suatu ring komutatif dengan unsur kesatuan. Keluarga
Kumjian-Pask-A (P, S) pada suatu aljabar-R A terdiri atas dua fungsi P : A —
Adan S : A0 U G(A7?) — A sedemikian sehingga:

(KP1) {P, : v € A%} adalah keluarga idempoten yang saling ortogonal,
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(KP2) untuk setiap A, u € A7° dengan () = s(\) berlaku
SxSp = Saps S Sxe = Sy Pr(n)Sx = Sx = SaPyn), Ps(n)Sas = Sxe = Sxe P,
(KP3) untuk setiap A, u € A7° dengan d(\) = d(p) berlaku

Sy Sy = 6w Ps(r)s

(KP4) untuk setiap v € A® dan n € N*\ {0} berlaku

P, = Z S\ Sy
AEVA™

Relasi (KP2) dan (KP4) mengakibatkan bahwa untuk setiap ¢ > d(\) V

d() berlaku
SxSu= " > SaSp-.
d(Aa)=q, a=pp

Teorema 3.3 [14, Theorem 3.4]. Misalkan A merupakan suatu graf-k ber-
hingga baris tanpa sources dan R suatu ring komutatif dengan unsur kesatu-
an. Maka terdapat suatu aljabar-R K Pr(A) yang dibangun oleh keluarga
Kumjian-Pask-A (p, s) sedemikian sehingga jika (Q,T) merupakan suatu kelu-
arga Kumjian-Pask-A pada suatu aljabar-R A, maka terdapat secara tunggal

homomorfisma aljabar-R 7o 1 : K Pr(A) — A sedemikian sehingga
Q1) (Pv) = Qu, Q.1 (57) = T, mQ1(Su) = T
untuk v € A° dan )\, u € A7°. Terdapat grading-7.F pada K Pr(\) sehingga
KPr(A)y = spangr{sxsu|\, p € A;d(N) — d(p) = n},
dan rp, # 0 untuk setiap v € A° dan r € R\{0}.

K Pr(A) selanjutnya disebut sebagai aljabar Kumjian-Pask dari A dan
(p, ) adalah keluarga Kumjian-Pask-A universal.

Alur bukti: Pandang aljabar-R bebas Fp(w(X)) pada X = A°U A0 U G(A).
Definisikan [ sebagai ideal dari Fr(w(X)) yang dibangun oleh gabungan dari
himpunan-himpunan berikut:
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° {vw — dpw¥ 1V, W € AO};

° {)\ — N — vt A ur € AFO N = ;u/}
U{r()\))\ =5 A= As(A), (AN = XN =X r(N) A € Aio};

o {Nu—06y,s(\) A€ AP0 d(N) =d(p)};
° {v — Y acoan M iU € A0 ne Nk\{O}}

Misalkan g : Fr(w(X)) — Fr(w(X))/I adalah pemetaan kuosien. Definisi-
kan KPr(A) := Fr(w(X))/I. Maka {p,, s, su+} = {q(v),q(N), ¢(p*)}
memberikan keluarga Kumjian-Pask-A (p, s) yang dibangun pada K Pr(A).

Pemetaan derajat memberikan Z*-grading pada Fp(w(X)) yang didefi-
nisikan

|wl
Fr(w(X)), = { Z TwW : Ty # 0= d(w) 1= Zd(wi) = n}
i=1

wew(X)

untuk n € Z*. Generator dari I adalah homogen, maka I graded dan K Pr(A)
graded oleh q(Fr(w(X)),). Dapat ditunjukkan bahwa ¢(Fr(w(X)),) =
KPr(A)y.

Konstruksi modul-R bebas dengan basis ruang lintasan tak berhingga
untuk menunjukkan bahwa terdapat keluarga Kumjian-Pask (Q, T') sedemikian
sehingga r (@, tak nol untuk setiap r tak nol.

4 Kesimpulan

Sebagai ringkasan, untuk sembarang graf-k A yang berhingga baris tanpa
sources dan ring komutatif R dengan unsur kesatuan, aljabar Kumjian-Pask
dari A adalah suatu aljabar-R K Pr(A) yang dibangun oleh keluarga Kumjian-
Pask-A universal (p, s). Aljabar ini dapat dikonstruksi sebagai grup kuosien
Fr(w(X))/I dengan Fr(w(X)) adalah aljabar-R bebas pada X := {A° U
A70 U G(A70)} dan I C Fr(w(X)) adalah ideal yang dibangun sedemikian
sehingga memenuhi relasi (KP1)-(KP4).
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